
以下の 1)-4)の級数の和についてはよく用いられるが，公式はすぐに忘れるため，
公式を覚えるよりは式を最初から導くのがよい。 
 

1) 等差級数： Sn = a + (a + d)+ (a + 2d)+ ...+ [a + (n ! 2)d]+ [a + (n !1)d]= [a +
k=1

n

" (k !1)d]   

kの和に関しての昇順と降順に並べ和をとる。 

 

Sn = a + (a + d)+ (a + 2d)+ ...+ [a + (n ! 2)d]+ [a + (n !1)d]
Sn = [a + (n !1)d]+ [a + (n ! 2)d]+ ...+ (a + d)+ a
2Sn = n[2a + (n !1)d]

Sn = na +
n(n !1)
2

d

  

a = 1,d = 1の場合 

 Sn = k = n + n(n !1)
2k=1

n

" = n
2 ! n + 2n
2

= n(n +1)
2

  

となる。 
 

2) 等比級数： Sn = a + ar + ar2 + ...+ arn!2 + arn!1 = ark!1
k=1

n

"   

この場合は，Snに rを乗じ Snから引き算する。 

 

Sn = a + ar + ar
2 + ...+ arn!2 + arn!1

rSn = ar + ar2 + ar3 + ... + arn!1 + arn

Sn ! rSn = a ! ar
n

Sn =
a(1! rn )
1! r

  

  
ただし，r = 1の時は， Sn = na  となる。 

また， r <1の時 lim
n!"

rn = 0  なので， Sn!" = a
1# r

 となる。 

3) 2乗の和：12 + 22 + 32 + ...+ (n !1)2 + n2 = k2
k=1

n

"   

(k !1)3 ! k 3 = !3k2 + 3k !1  を考える。kを 1から nまで和をとる。左辺は， 

(03-13) +(13-23) +(23-33) +… + [(n-2)3-(n-1)3] +[(n-1)3-n3] = 03- n3となる。 

右辺は !3 k2
k=1

n

" + 3 k ! 1
k=1

n

" = !3
k=1

n

" k2
k=1

n

" + 3n(n +1)
2

! n  となる。従って， 



k2
k=1

n

! = n
3

3
+ n(n +1)

2
" n
3
= 2n

3 + 3n2 + 3n " 2n
6

= 2n
3 + 3n2 + n
6

= n(2n
2 + 3n +1)
6

= n(n +1)(2n +1)
6

 

   

4) 3乗の和：13 + 23 + 33 + ...+ (n !1)3 + n3 = k 3
k=1

n

"  は， 

(k !1)4 ! k 4 = (k2 ! 2k +1)(k2 ! 2k +1)2 ! k 4 = k 4 ! 2k 3 + k2 ! 2k 3 + 4k2 ! 2k + k2 ! 2k +1! k 4

= !4k 3 + 6k2 ! 4k +1
 

を考える。kを 1から nまで和をとる。左辺は，(04-14) +(14-24) +(24-34) +… + 

[(n-2)4-(n-1)4] +[(n-1)4-n4] = 03- n4 
右辺は  

!4 k 3
k=1

n

" + 6 k2
k=1

n

" ! 4 k
k=1

n

" + 1
k=1

n

" = !4 k 3
k=1

n

" + 6 n(n +1)(2n +1)
6

! 4 n(n +1)
2

+ n   

となる。従って, 

4 k 3
k=1

n

! = n4 + n(n +1)(2n +1)" 2n(n +1)+ n = n4 + n(n +1)(2n "1)+ n = n(n3 + 2n2 + n "1+1)

= n2 (n2 + 2n +1) = n2 (n +1)2

k 3
k=1

n

! = n(n +1)
2

#
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となる。 


