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1 定義
球面調和関数 Yl,±m(θ, ϕ)は以下のように定義される。[1]

Yl,m(θ, ϕ) = (−1)
m+|m|

2

√
2l + 1

4π

(l − |m|)!
(l + |m|)!

P
|m|
l (cos θ)eimϕ (1)

m+ |m|
2

=


m m > 0
0 m = 0
0 m < 0

(2)

この定義を使うと，m > 0の時

Y ∗
l,m(θ, ϕ) = (−1)

m+|m|
2

√
2l + 1

4π

(l − |m|)!
(l + |m|)!

P
|m|
l (cos θ)e−imϕ (3)

= (−1)mYl,−m(θ, ϕ) (4)

m ≤ 0の時

Y ∗
l,m(θ, ϕ) =

√
2l + 1

4π

(l − |m|)!
(l + |m|)!

P
|m|
l (cos θ)e−imϕ (5)

= (−1)mYl,−m(θ, ϕ) (6)

従って，すべてのmに対して

Y ∗
l,m(θ, ϕ) = (−1)mYl,−m(θ, ϕ) (7)

ルジャンドル陪関数 Pm
l (X)の代表例は

P 0
0 (X) = 1 (8)

P 0
1 (X) = X = cos θ, P 1

1 (X) = (1−X2)1/2 = sin θ (9)

P 0
2 (X) =

1

2
(3X2 − 1) =

1

2
(3 cos2 θ − 1), P 1

2 (X) = 3X(1−X2)1/2 = 3 cos θ sin θ, P 2
2 (X) = 3(1−X2) = 3 sin2 θ

(10)
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従って，代表的な球面調和関数の具体例として

Y0,0(θ, ϕ) =
1√
4π

, Y0,0(x, y, z) =
1√
4π

(11)

Y1,0(θ, ϕ) =

√
3

4π
cos θ, Y1,0(x, y, z) =

√
3

4π

z

r
(12)

Y1,±1(θ, ϕ) = ∓
√

3

8π
sin θe±iϕ, Y1,±1(x, y, z) = ∓

√
3

8π

x± iy

r
(13)

Y2,0(θ, ϕ) =

√
5

16π
(3 cos2 θ − 1), Y2,0(x, y, z) =

√
5

16π

3z2 − r2

r2
(14)

Y2,±1(θ, ϕ) = ∓
√

15

8π
sin θ cos θe±iϕ, Y2,±1(x, y, z) = ∓

√
15

8π

(x± iy)z

r
(15)

Y2,±2(θ, ϕ) =

√
15

32π
sin2 θe±2iϕ, Y2,±2(x, y, z) =

√
15

32π

(x2 − y2 ± 2ixy)

r2
(16)

(17)

これらの球面調和関数 (Spherical Harmonic function)は eimϕのように複素数を含むため，実数化した方が波
動関数の表示および計算に便利である。そこで，以下のようにKubic(あるいはCubic) Harmonic function
(日本語訳は今のところみあたらない)Klm(θ, ϕ)あるいはKlm(x, y, z)を定義する。[1]

m > 0に対して

Kl,m =
1√
2

(
Yl,m + Y ∗

l,m

)
(18)

Kl,−m =
−i√
2

(
Yl,m − Y ∗

l,m

)
(19)

m = 0に対して，

Kl,0 = Yl,0 (20)

で定義する。
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具体的には，

K0,0 = Y0,0 =
1√
4π

(21)

K1,0 = Y1,0 =
3√
4π

cos θ =
3√
4π

z

r
(22)

K1,1 =
1√
2

(
Y1,1 + Y ∗

1,1

)
= − 1√

2

√
3

8π
sin θ(eiϕ + e−iϕ) = −

√
3

4π
sin θ cosϕ = −

√
3

4π

x

r
(23)

K1,−1 =
−i√
2

(
Y1,1 − Y ∗

1,1

)
=

−i√
2
(−

√
3

8π
) sin θ(eiϕ − e−iϕ) = −

√
3

4π
sin θ sinϕ = −

√
3

4π

y

r
(24)

K2,0 = Y2,0 =

√
5

16π
(3 cos2 θ − 1) =

√
5

16π

3z2 − r2

r2
(25)

K2,2 =
1√
2

(
Y2,2 + Y ∗

2,2

)
=

1√
2

√
15

32π
sin2 θ(e2iϕ + e−2iϕ) =

√
15

16π
sin2 θ cos(2ϕ)︸ ︷︷ ︸

=cos2 ϕ−sin2 ϕ

=

√
15

16π

x2 − y2

r2

(26)

K2,−2 =
−i√
2

(
Y2,2 − Y ∗

2,2

)
=

−i√
2

√
15

32π
sin2 θ(e2iϕ − e−2iϕ) =

2√
2

√
15

32π
sin2 θ sin(2ϕ)︸ ︷︷ ︸

=2 cosϕ sinϕ

=

√
15

4π

xy

r2
(27)

K2,1 =
1√
2

(
Y2,1 + Y ∗

2,1

)
= − 1√

2

√
15

8π
sin θ cos θ(eiϕ + e−iϕ) = −

√
15

4π
sin θ cos θ cosϕ = −

√
15

4π

xz

r2
(28)

K2,−1 =
−i√
2

(
Y2,1 − Y ∗

2,1

)
= −−i√

2

√
15

8π
sin θ cos θ(eiϕ − e−iϕ) = −

√
15

4π
sin θ cos θ sinϕ = −

√
15

4π

yz

r2
(29)

となる。
従って，Kubic Harmonic functonは，よく知られた

K0,0 ⇔ s (30)

K1,0 ⇔ pz (31)

K1,1 ⇔ px (32)

K1,−1 ⇔ py (33)

K2,0 ⇔ dz2 (34)

K2,2 ⇔ dx2−y2 (35)

K2,1 ⇔ dxz (36)

K2,−1 ⇔ dyz (37)

K2,−2 ⇔ dxy (38)

軌道に対応することが明らかである。
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