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パチンコ　と　酔歩(random walk)

筒井康隆　パチンコ必勝原理　(初出「科学朝日」昭和三十七年六月号)
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p q (= 1-p)

N回の試行で，r 回左にいけば　-rΔ+(N-r )Δ= (N-2r )Δ 

にいることになる。

Δ

BN,p(r) =
N !

r!(N � r)!
prqN�r = NCrp

rqN�r

左右右左右左左右左右右左左左右: N! = 15!

左左左左左左左左右右右右右右右: r!=8! (N-r)!=7!
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rの分布



r は確率分布BN,p(r)をもつ。( N回の試行で，r 回左にいく )

問題

rの平均と分散を求めよ。 

(p + q)N =
N�

r=0

NCrp
rqN�r

p
d

dp
(p + q)N = pN(p + q)N�1 =

N�

r=0

NCrrp
rqN�r

p
d

dp
pN(p + q)N�1 = pN + N(N � 1)p2 =

N�

r=0

NCrr
2prqN�r

ヒント で，

BN,p(r) = NCrp
rqN�r

<latexit sha1_base64="j2rkFppFPoXk5LvHhhTW/Eyyo5Q="></latexit><latexit sha1_base64="j2rkFppFPoXk5LvHhhTW/Eyyo5Q="></latexit><latexit sha1_base64="j2rkFppFPoXk5LvHhhTW/Eyyo5Q="></latexit><latexit sha1_base64="j2rkFppFPoXk5LvHhhTW/Eyyo5Q="></latexit>

     (*)

     (*)の両辺をpで微分しpを乗ぜよ。その式を     (**)とする

pとqは独立としておき，あとでp+q=1をつかう。

 (**)の両辺をpで微分しpを乗ぜよ。

hri =
NX

r=0

rBN,p(r), hr2i =
NX

r=0

r2BN,p(r),�
2
r = hr2i � hri2

<latexit sha1_base64="+CHOM8Df1f2Plr7umzFbZcY6vsg="></latexit>

�2
r = hr2i � hri2

<latexit sha1_base64="PjTx3JKQi34lBK4D0IAcPxEe6wk="></latexit>



(p + q)N =
N�

r=0

NCrp
rqN�r

p
d

dp
(p + q)N = pN(p + q)N�1 =

N�

r=0

NCrrp
rqN�r

p
d

dp
pN(p + q)N�1 = pN + N(N � 1)p2 =

N�

r=0

NCrr
2prqN�r

(*)

(*)の左辺 (*)の右辺

(**)の真ん中
(**)の右辺

(**)

hri = Np

�2
r = hr2i � hri2 = Np+N(N � 1)p2 �N2p2

= Np�Np2 = Np(1� p) = Npq
<latexit sha1_base64="5M3VdazNPIteXGmGOjdHu0K/olI="></latexit><latexit sha1_base64="5M3VdazNPIteXGmGOjdHu0K/olI="></latexit><latexit sha1_base64="5M3VdazNPIteXGmGOjdHu0K/olI="></latexit><latexit sha1_base64="5M3VdazNPIteXGmGOjdHu0K/olI="></latexit>

解答 pとqは独立としておき，あとでp+q=1をつかう。



⇥r⇤ =
N�

r=0

rBN,p(r) =
N�

r=0

NCrp
rqN�rr = Np

�2
r = ⇥r � ⇥r⇤⇤2 = ⇥r2⇤ � ⇥r⇤2 = Npq

r は分布をもつ。( N回の試行で，r 回左にいく )

平均:

分散：

(p + q)N =
N�

r=0

NCrp
rqN�r

p
d

dp
(p + q)N = pN(p + q)N�1 =

N�

r=0

NCrrp
rqN�r

p
d

dp
pN(p + q)N�1 = pN + N(N � 1)p2 =

N�

r=0

NCrr
2prqN�r

N�

r=0

BN,p(r) =
N�

r=0

NCrp
rqN�r = (p + q)N = 1
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N回の試行（衝突）で玉がいる位置 N - 2r 
p=1/2, Δ=1とした

⇥N � 2r⇤� = (N � 2⇥r⇤)�
= N(1 � 2p)�
= 0 (p = 1/2)

⇥(N � 2r)� � ⇥(N � 2r)�⇤⇤2

= ⇥(N � 2r)2⇤ � ⇥(N � 2r)�⇤2

= [N2 � 4N⇥r⇤ + 4⇥r2⇤
�N2(1 � 2p)2]�2

= [N2 � 4N2p + 4(Npq + N2p2)
�N2(1 � 4p + 4p2)]�2

= 4Npq�2

= N�2 (p = 1/2)

平均

分散
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N - 2rの分布
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N - 2rの分布



lim
N�+⇥

1) t = r/N (Law of large numbers)
2) r : Np = � = const (Poisson distribution)

3) t =
r � ⇥r⇤

⇥r
(Gauss distribution)

大数の法則

ポアッソン分布

ガウス分布（正規分布）

☞

☞



P (t)dt = B(r)dr

P (t) =
dr

dt
B(r)

dr

B(r)

r



P (t)dt = B(r)dr

P (t) =
dr

dt
B(r)

dr

B(r)

r

tdt

P (t)



問題
r は分布をもち，( N回の試行で，r 回左にいく )

⇥r⇤ =
N�

r=0

rBN,p(r) =
N�

r=0

NCrp
rqN�rr = Np

�2
r = ⇥r � ⇥r⇤⇤2 = ⇥r2⇤ � ⇥r⇤2 = Npq

平均:

分散：

である。 
左に行く確率は，r / N であらわされる。 

その平均と分散を求めよ。
< r / N>, < [(r / N) - < r / N >]2>



平均  
< r / N> = < r >/ N =  Np/N = p 

分散  
< [(r / N) - < r / N >]>2 = < (r / N)2 > - < r / N >2  

=  < r2 >/N2 - < r >2/ N2  

= (Npq + < r >2) / N2 - < r >2/ N2 

=(Npq+N2p2)/N2 - N2p2)/N2 
= Npq / N2 

= pq / N
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r / Nの分布
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N=1000の時，２項定数はLanzosの方
法を用いて計算した

r / Nの分布



lim
N�+⇥

⇥ r

N
⇤ =

⇥r⇤
N

= p

⇥ r

N
� ⇥r⇤

N
⇤2 =

⇥r2⇤
N2

� ⇥r⇤2

N2

=
pN + N(N � 1)p2

N2
� N2p2

N2

=
pq

N

t = r/N

PN (t) =
dr

dt
BN,p(r) = NBN,p(tN)
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大数の法則 

law of large numbers

1/2に収束 
分散ゼロに



2 変数変換
いま rの二項分布 B(r)から，t = t(r)の分布関数 P (t)に変換することを考える。Fig.2に示すように,
短冊状のところの確率を考えると

B(r)dr = P (t)dt (9)

となる。従って，P (t)を求めるには，dt/drを求めればよい。

Figure 2: 確率分布関数の変数変換

3 大数の法則: Law of large numbers

二項分布においては，N 回の試行のうち r回左にいくという確率を求めたわけであるが，その確率 r/N
の平均値およぶ分散 σ2

r/N はどう分布するであろうか。t = r/N として P (t)を求め，平均と分散を求め
ることもできるが，以下のように容易に求めることも可能である。

⟨ r

N
⟩ =

1
N

⟨r⟩ =
Np

N
= p (10)

σ2
r/N =

〈( r

N
− ⟨ r

N
⟩
)2

〉
=

1
N2

(
⟨r2⟩ − ⟨r⟩2

)
=

Npq

N2
=

pq

N
(11)

Fig.5に，p = 1/2の時の，N の依存性を示す。分布の幅 σr/N は，

σr/N =
√

pq

N
=

√
p(1 − p)

N
(12)

となり，N が小さい時はかなり広がるが，N が無限大になるときは，幅が無限小の δ関数になる。
一次元のブラウン運動では，あるサイズの円板（面は一次元の運動方向に垂直）に水分子が左から

衝突するのかあるいは右から衝突するのかという衝突分子数の揺らぎが運動の本質である。ブラウン運
動で，微粒子がゆらぐのが観察できるのは微粒子の直径が 1 µm以下の時であるがそれは微粒子が運動
する時間レベル (速度の減衰）での溶媒の衝突数 (N = 1012)のゆらぎが 1/

√
N = 10−6と ppmオーダー

になるからである。ppmオーダーのゆらぎになれば，ブラウン運動することを示すことができる。

4 ガウス分布：中心極限定理
二項分布BN,p(r)において，N が無限大の時に，t = (r − µ)/σは，ガウス分布になることを示す。 こ
こで，µは平均値，σは分散である。

t =
r − Np√

Npq
, r =

√
Npqt + Np,

dr

dt
=

√
Npq (13)

P (t) = B(r)
dr

dt
=

√
NpqB(r) =

√
Npq

N !
r!(N − r)!

prqN−r (14)

2
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平均速度(熱運動 300 K） 
水分子 370 m s-1 

ポリスチレン1µｍ粒子  2.7 mm s-1　 10 µm min-1

1019 分子 s-1 1019 分子 s-1

毎秒2×10-4 N  
微粒子に働く重力 
より１０桁大きい

1 µm 

1000 京 = (1000万)兆 
日本の債務の１万倍

観測で粒子の移動は音速

カタツムリなみ カタツムリより4桁遅い
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今度は時間で積分力積 運動量変化

力の
時間平均
（定数）

F = ma = m
dv

dt� t2

t1

Fdt

� �� �
=

� t2

t1

m
dv

dt
dt = mv(t2)�mv(t1)� �� �

� t2

t1

Fdt � �F ����� �t����
=t2�t1

= m[v(t2)� v(t1)]

理想気体の状態方程式
と力学
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< Fwall > = PA

dL

molecules

work = < Fwall > dL= PAdL=PdV



統計力学（３年）

�Fwall� = PdA =
2mvM

�t
=

�

3
mv2dA

M =
�

6
v�tdA

� =
N

V

P =
N

3V
mv2 =

2
3V

Nmv2

2

PV =
2
3

Nmv2

2
=

2
3
Ekinetic

Ekinetic =
3
2
NkBT =

3
2
nRT

PV = nRT

The number density n is given by N/V , where N is the total number of molecules in the volume V .

P =
N

3V
mv2 =

2
3V

Nmv2

2
(5)

PV =
2
3
N

mv2

2
(6)

PV =
2
3
Ekinetic (7)

With the more sophisticated method, we can get the same answer.

Figure 2:

If we can use the following relation,

Ekinetic =
3
2
NkBT =

3
2
nRT (8)

(9)

where kB is Boltzmann constant and NA is Avogadro constant , and R is gas constant, and NkB = nNAkB =

nR, we can get the state equation of ideal gas.

PV = nRT (10)

付録
step functionの定義

θ(t) =

⎧
⎨

⎩
0, t < 0

1, t > 0
(11)

step functionの微分：delta function

θ(t)
dt

= δ(t) (12)

delta functionの積分
∫ +∆

−∆
δ(t)dt = [θ(t)]+∆

−∆ = θ(+∆) − θ(−∆) = 1 − 0 = 1 (13)

2

　　　　　　number of molecules 　　　　　　　　inside the box  　 M = 
ρvΔt dA　→　1/6( ρvΔt dA)

:数密度

ρ

M:Δtの時間内にdAを叩く分子数
微小面積

vΔt 

dA



統計力学（３年）

�Fwall� = PdA =
2mvM

�t
=

�

3
mv2dA

M =
�

6
v�tdA

� =
N

V

P =
N

3V
mv2 =

2
3V

Nmv2

2

PV =
2
3

Nmv2

2
=

2
3
Ekinetic

Ekinetic =
3
2
NkBT =

3
2
nRT

PV = nRT

The number density n is given by N/V , where N is the total number of molecules in the volume V .

P =
N

3V
mv2 =

2
3V

Nmv2

2
(5)

PV =
2
3
N

mv2

2
(6)

PV =
2
3
Ekinetic (7)

With the more sophisticated method, we can get the same answer.

Figure 2:

If we can use the following relation,

Ekinetic =
3
2
NkBT =

3
2
nRT (8)

(9)

where kB is Boltzmann constant and NA is Avogadro constant , and R is gas constant, and NkB = nNAkB =

nR, we can get the state equation of ideal gas.

PV = nRT (10)

付録
step functionの定義

θ(t) =

⎧
⎨

⎩
0, t < 0

1, t > 0
(11)

step functionの微分：delta function

θ(t)
dt

= δ(t) (12)

delta functionの積分
∫ +∆

−∆
δ(t)dt = [θ(t)]+∆

−∆ = θ(+∆) − θ(−∆) = 1 − 0 = 1 (13)

2

　　　　　　number of molecules 　　　　　　　　inside the box  　 M = 
ρvΔt dA　→　1/6( ρvΔt dA)

:数密度

ρ

M:Δtの時間内にdAを叩く分子数
微小面積

vΔt 

dA



統計力学（３年）

�Fwall� = PdA =
2mvM

�t
=

�

3
mv2dA

M =
�

6
v�tdA

� =
N

V

P =
N

3V
mv2 =

2
3V

Nmv2

2

PV =
2
3

Nmv2

2
=

2
3
Ekinetic

Ekinetic =
3
2
NkBT =

3
2
nRT

PV = nRT

The number density n is given by N/V , where N is the total number of molecules in the volume V .

P =
N

3V
mv2 =

2
3V

Nmv2

2
(5)

PV =
2
3
N

mv2

2
(6)

PV =
2
3
Ekinetic (7)

With the more sophisticated method, we can get the same answer.

Figure 2:

If we can use the following relation,

Ekinetic =
3
2
NkBT =

3
2
nRT (8)

(9)

where kB is Boltzmann constant and NA is Avogadro constant , and R is gas constant, and NkB = nNAkB =

nR, we can get the state equation of ideal gas.

PV = nRT (10)

付録
step functionの定義

θ(t) =

⎧
⎨

⎩
0, t < 0

1, t > 0
(11)

step functionの微分：delta function

θ(t)
dt

= δ(t) (12)

delta functionの積分
∫ +∆

−∆
δ(t)dt = [θ(t)]+∆

−∆ = θ(+∆) − θ(−∆) = 1 − 0 = 1 (13)

2

　　　　　　number of molecules 　　　　　　　　inside the box  　 M = 
ρvΔt dA　→　1/6( ρvΔt dA)

:数密度

ρ

M:Δtの時間内にdAを叩く分子数
微小面積

vΔt 

dA



統計力学（３年）

�Fwall� = PdA =
2mvM

�t
=

�

3
mv2dA

M =
�

6
v�tdA

� =
N

V

P =
N

3V
mv2 =

2
3V

Nmv2

2

PV =
2
3

Nmv2

2
=

2
3
Ekinetic

Ekinetic =
3
2
NkBT =

3
2
nRT

PV = nRT

The number density n is given by N/V , where N is the total number of molecules in the volume V .

P =
N

3V
mv2 =

2
3V

Nmv2

2
(5)

PV =
2
3
N

mv2

2
(6)

PV =
2
3
Ekinetic (7)

With the more sophisticated method, we can get the same answer.

Figure 2:

If we can use the following relation,

Ekinetic =
3
2
NkBT =

3
2
nRT (8)

(9)

where kB is Boltzmann constant and NA is Avogadro constant , and R is gas constant, and NkB = nNAkB =

nR, we can get the state equation of ideal gas.

PV = nRT (10)

付録
step functionの定義

θ(t) =

⎧
⎨

⎩
0, t < 0

1, t > 0
(11)

step functionの微分：delta function

θ(t)
dt

= δ(t) (12)

delta functionの積分
∫ +∆

−∆
δ(t)dt = [θ(t)]+∆

−∆ = θ(+∆) − θ(−∆) = 1 − 0 = 1 (13)

2

　　　　　　number of molecules 　　　　　　　　inside the box  　 M = 
ρvΔt dA　→　1/6( ρvΔt dA)

:数密度

ρ

M:Δtの時間内にdAを叩く分子数
微小面積

vΔt 

dA



統計力学（３年）

�Fwall� = PdA =
2mvM

�t
=

�

3
mv2dA

M =
�

6
v�tdA

� =
N

V

P =
N

3V
mv2 =

2
3V

Nmv2

2

PV =
2
3

Nmv2

2
=

2
3
Ekinetic

Ekinetic =
3
2
NkBT =

3
2
nRT

PV = nRT

The number density n is given by N/V , where N is the total number of molecules in the volume V .

P =
N

3V
mv2 =

2
3V

Nmv2

2
(5)

PV =
2
3
N

mv2

2
(6)

PV =
2
3
Ekinetic (7)

With the more sophisticated method, we can get the same answer.

Figure 2:

If we can use the following relation,

Ekinetic =
3
2
NkBT =

3
2
nRT (8)

(9)

where kB is Boltzmann constant and NA is Avogadro constant , and R is gas constant, and NkB = nNAkB =

nR, we can get the state equation of ideal gas.

PV = nRT (10)

付録
step functionの定義

θ(t) =

⎧
⎨

⎩
0, t < 0

1, t > 0
(11)

step functionの微分：delta function

θ(t)
dt

= δ(t) (12)

delta functionの積分
∫ +∆

−∆
δ(t)dt = [θ(t)]+∆

−∆ = θ(+∆) − θ(−∆) = 1 − 0 = 1 (13)

2

　　　　　　number of molecules 　　　　　　　　inside the box  　 M = 
ρvΔt dA　→　1/6( ρvΔt dA)

:数密度

ρ

M:Δtの時間内にdAを叩く分子数
微小面積

vΔt 

dA



( ρvΔt dA) =  (1 g cm-3 / 18 g mol-1 ) 6.0×1023 mol-1 37000 cm s-1  1 s 
3.14 (0.5×10-4 cm)2 = 0.97×1019 

1 µm 
<F>Δt = 2mv [( ρvΔt dA)] 

=2 × 0.018 kg mol-1 / 6.0×1023 mol-1 

× 370 m s-1 × 0.97×1019  
= 2.2 × 10-4 N s

m(スチレン） 
= 1.02 g cm-3 4π(0.5×10-4)3/3 cm3 / 1000 g kg-1 

= 5.4 × 10-16 kg



水の粘性
τの1/10



0.1 µs 
1/eになる寿命τ

10 ns: 0 → 2.7 mm s-1 

2×10-10 Nの力が必要 

2×10-4 Nの1ppm

水の粘性
τの1/10



a = 2.7 × 10-3 / 10-8 

     = 2.7 × 105 m s-2

F = ma  
= 5.4×10-16 × 2.7×105　 

= 1.16 ×10-9 N



10 nS で1μmの粒子の
片側に衝突する数 

1011 分子 

�r/N ⇥
1⇤
N

=
1⇤
1011

= 3� 10�6

1/2からずれる 1/2



10 nS で1μmの粒子の
片側に衝突する数 

1011 分子 

�r/N ⇥
1⇤
N

=
1⇤
1011

= 3� 10�6

1/2からずれる 1/2



・粒子が大きくなると力のバラ
スの揺らぎがなくなる 

・粒子が小さいと力のバラスの
揺らぎは大きくなるが，光学顕
微鏡で見えなくなる



より正確には10 ns の時間刻みで，場所と速度を測定した
実験が2014 年に報告された。（ S. Kheifets et al. 
Science, 343, 149 (2014) )

ブラウン運動は，単なる微粒子の酔歩の問題だけにはとど
まらない。原子・分子の存在を万人が認める決定打になっ
たのである。（デモクリトスの原子論は酒のさかなみたい
なもの。なんの証拠もない。原子の存在を認めず連続体で
すべてが説明できるというのが当時の主流だったのであ
る。）アインシュタインの理論的予測(1905)をペランが詳
細に実験で証明して，皆が原子・分子の存在を最終的に認
めたのである。ペランが書いたLes Atomes「原子」では，
原子論の勝利を宣言しており，本は1913 年の出版されたの
で，原子の存在の論争は100年ほどの前まで続いていたの
である !
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dv(t)

dt
= ��v(t) +R(t)

hv(0)dv(t)
dt

i = � �

m
hv(0)v(t)i+ 1

m
hv(0)R(t)i

C(t) ⌘ hv(0)v(t)i

hv(0)R(t)i = 0, hv(0)dv(t)
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i = d

dt
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d
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C(t) = � �

m
C(t)

C(t) = C(0)e�
�
m t
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質量×加速度 ダンパー ランダム力

C(0) = hv2i = kBT

m
<latexit sha1_base64="jtfIENP31WZo1DBvOBIBlnO8GEc="></latexit>

速度相関関数

ブラウン運動





MB分布
速度は速く相関を失っている 
ランダム力がanti-相関

BaTiO3 3.7µm in acetone, SiO2 2.8µm in water



計算の実際



計算の実際



クロマトグラフィー



キラルクロマト



これらの化合物には、鏡像異性体(エナンチオマー)が存在します。不斉炭素が無いにも
かかわらず光学活性体が考え得る面白い例です。ナフチル基を連結する単結合の回転が
立体障害によって抑制されるため、このような事が起こります。学術的には、このよう
な化合物はアトロプ異性(atropisomerism)を有する、といいます。アトロプとは”回転
しない”という意味です。 

構造式で書いたときに手前に出てる部分(太線)―これがS字の配置をしてるもの＝S体な
のですね！そうじゃないものがR体です。 

(S)-(−)-BINAP (R)-(+)-BINAP

http://www.chem-station.com/blog/2008/07/-rs.html


観光地・土産物ストリートでのおばちゃんの行動 
おみやげ屋によって集合時間におくれる

クロマトグラフィー
例えば嵐山



観光地・土産物ストリートでのおばちゃんの行動 
おみやげ屋によって集合時間におくれる

クロマトグラフィー
例えば嵐山



クロマトグラフィー

Δ

stayする確率p, moveする確率q (=1-p) 
N回の試行のうち，r回stay, N-r回moveする確率 

二項分布 

p

q (=1-p) 

カラムを箱のつながりとみな
す



現在いる位置 
 (N-r)Δ
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�N � r�� = (N � �r�)� = N(1 � p)� = Nq�

[�(N � r)2� � �N � r�2]�2 = [N2 � 2N�r� + �r2� � N2(1 � p)2]�2

= (N2 � 2N2p + Npq + N2p2

� N2 + 2N2p � N2p2)�2

= Npq�2

平均

分散

出口＝100Δにあるとする 
     p=1/5 N=125回で到達  分散  20Δ2　ピーク幅 4.5Δ　 
    p=1/2 N=200回で到達  分散  50Δ2  　ピーク幅 7.1Δ 
     p=4/5 N=500回で到達  分散  80Δ2　ピーク幅 8.9Δ 

　



カラム長さ： MΔ 
保持時間 retention time:  MΔ/(NqΔ) = M/(Nq) 
ピーク幅 : M/(Nq)(Nq/p) 1/2  

MΔ/[NqΔ±(Npq)1/2Δ]=M/[Nq±(Npq)1/2] 
 =M/(Nq)[1±(p/Nq)1/2] ≃ M/(Nq)[1±1/2(p/Nq) -1/2] 

理論段数 ∝ (保持時間/ピーク幅)2  =  
　　         　p/(Nq) =  p/[(1-p)N] 

理論段数は、カラムの性能の指標です。理論段数が大きいほど性能のよいカラムといえます。 性能のよ
いカラムとは、カラム内でのピークの広がりが小さいものをさします。http://www.gls.co.jp/technique/

technique_data/basics_of_gc/p1_4.html

http://www.gls.co.jp/technique/technique_data/basics_of_gc/p1_4.html
http://www.gls.co.jp/technique/technique_data/basics_of_gc/p1_4.html


ピークはNとともに移動して， 
ピークの幅はNとともに広がるので 
平均からのずれと分散の平方根σ 
で規格化すると
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→中心極限定理

BN,p(r) = NCrp
rqN�r
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hri = Np,�2
r = Npq
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pとqが等しくなくても事情は同じ 
→中心極限定理

BN,p(r) = NCrp
rqN�r
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lim
N�+⇥

中心極限定理t =
r � ⇥r⇤

�r
=

r �Np⌅
Npq

FN (t) =
dr

dt
BN,p(r) =

�
NpqBN,p(r)

lim
N�+⇥

FN (t) = G0,1(t)

Gµ,⇥(x) ⇥ 1⇤
2⇥⇤

exp[�(x� µ)2/(2⇤2)]

ガウス分布
(正規分布)
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t

�
�	��
�
�	���
�
�	����
�
�	�����
�G0,1(t)

p=1/2でなくても成立する!

t t



t =
r �Npp

Npq

r = Np+ (
p

Npq)t

dr

dt
=

p
Npq
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N=1000の時，２項定数はLanzos
の方法を用いて計算した

t =
r � ⇥r⇤

�r
=

r �Np⌅
Npq



I =
⇤ +⇥

�⇥
e�ax2

dx, I2 =
⇤ +⇥

�⇥
e�ax2

dx

⇤ +⇥

�⇥
e�ay2

dy

I2 =
⇤ +⇥

�⇥

⇤ +⇥

�⇥
dxdye�a(x2+y2) =

⇤ ⇥

0
rdr

⇤ 2�

0
d�e�ar2

R = r2, dR = 2rdr

I2 =
1
2

⇤ ⇥

0
dR

⇤ 2�

0
d�e�aR = ⇥

�
�1

a
e�aR

⇥⇥

0

=
⇥

a

I =
⌅

⇥

a



I =
⇤ +⇥

�⇥
e�ax2

dx, I2 =
⇤ +⇥

�⇥
e�ax2

dx

⇤ +⇥

�⇥
e�ay2

dy

I2 =
⇤ +⇥

�⇥

⇤ +⇥

�⇥
dxdye�a(x2+y2) =

⇤ ⇥

0
rdr

⇤ 2�

0
d�e�ar2

R = r2, dR = 2rdr

I2 =
1
2

⇤ ⇥

0
dR

⇤ 2�

0
d�e�aR = ⇥

�
�1

a
e�aR

⇥⇥

0

=
⇥

a

I =
⌅

⇥

a



dr

rdθdy
      dx

円周=2πr
� 2�

0
d�

� r

0
rdr = 2⇥

r2

2
= ⇥r2

dy
      dx

f(x,y)

⇥
f(x)dx �

�

i

f(xi)�x

⇥ ⇥
f(x, y)dxdy �

�

i

�

j

f(xi, yj)�x�y

=
�

i

�

j

f(xi, yj)�S

=
�

i

�

j

f(ri, �j)�S

=
⇥

d�

⇥
drrf(r, �)



xe�ax2
=

�1
2a

(e�ax2
)⇥

(fg)⇥ = f ⇥g + fg⇥,

�
f ⇥g = fg �

�
fg⇥

� ⇤

0
dxxe�ax2

=
�1
2a

[e�ax2
]⇤0 =

1
2a� ⇤

�⇤
dxxe�ax2

= 0,

� ⇤

�⇤
odd⇥ even = 0

� ⇤

�⇤
dxx2e�ax2

=
� ⇤

�⇤
dxx

�1
2a

(e�ax2
)⇥

=
�1
2a

⇥
e�ax2

x
⇤⇤
�⇤

+
1
2a

� ⇤

�⇤
dxe�ax2

x⇥ =
1
2a

⌅
�

a
� ⇤

0
dxx2e�ax2

=
1
4a

⌅
�

a� ⇤

�⇤
dxx3e�ax2

= 0
� ⇤

0
dxx3e�ax2

=
� ⇤

0
dxx2�1

2a
(e�ax2

)⇥

=
�1
2a

⇥
e�ax2

x2
⇤⇤
0

+
1
2a

� ⇤

0
dxe�ax2

(x2)⇥ =
1
a

� ⇤

0
dxxe�ax2

=
1

2a2

� ⇤

�⇤
dxx4e�ax2

=
� ⇤

�⇤
dxx3�1

2a
(e�ax2

)⇥

=
�1
2a

⇥
e�ax2

x3
⇤⇤
�⇤

+
3
2a

� ⇤

�⇤
dxe�ax2

x2 =
3

4a2

⌅
�

a
� ⇤

0
dxx4e�ax2

=
3

8a2

⌅
�

a



xe�ax2
=

�1
2a

(e�ax2
)⇥

(fg)⇥ = f ⇥g + fg⇥,

�
f ⇥g = fg �

�
fg⇥

� ⇤

0
dxxe�ax2

=
�1
2a

[e�ax2
]⇤0 =

1
2a� ⇤

�⇤
dxxe�ax2

= 0,

� ⇤

�⇤
odd⇥ even = 0

� ⇤

�⇤
dxx2e�ax2

=
� ⇤

�⇤
dxx

�1
2a

(e�ax2
)⇥

=
�1
2a

⇥
e�ax2

x
⇤⇤
�⇤

+
1
2a

� ⇤

�⇤
dxe�ax2

x⇥ =
1
2a

⌅
�

a
� ⇤

0
dxx2e�ax2

=
1
4a

⌅
�

a� ⇤

�⇤
dxx3e�ax2

= 0
� ⇤

0
dxx3e�ax2

=
� ⇤

0
dxx2�1

2a
(e�ax2

)⇥

=
�1
2a

⇥
e�ax2

x2
⇤⇤
0

+
1
2a

� ⇤

0
dxe�ax2

(x2)⇥ =
1
a

� ⇤

0
dxxe�ax2

=
1

2a2

� ⇤

�⇤
dxx4e�ax2

=
� ⇤

�⇤
dxx3�1

2a
(e�ax2

)⇥

=
�1
2a

⇥
e�ax2

x3
⇤⇤
�⇤

+
3
2a

� ⇤

�⇤
dxe�ax2

x2 =
3

4a2

⌅
�

a
� ⇤

0
dxx4e�ax2

=
3

8a2

⌅
�

a



xe�ax2
=

�1
2a

(e�ax2
)⇥

(fg)⇥ = f ⇥g + fg⇥,

�
f ⇥g = fg �

�
fg⇥

� ⇤

0
dxxe�ax2

=
�1
2a

[e�ax2
]⇤0 =

1
2a� ⇤

�⇤
dxxe�ax2

= 0,

� ⇤

�⇤
odd⇥ even = 0

� ⇤

�⇤
dxx2e�ax2

=
� ⇤

�⇤
dxx

�1
2a

(e�ax2
)⇥

=
�1
2a

⇥
e�ax2

x
⇤⇤
�⇤

+
1
2a

� ⇤

�⇤
dxe�ax2

x⇥ =
1
2a

⌅
�

a
� ⇤

0
dxx2e�ax2

=
1
4a

⌅
�

a� ⇤

�⇤
dxx3e�ax2

= 0
� ⇤

0
dxx3e�ax2

=
� ⇤

0
dxx2�1

2a
(e�ax2

)⇥

=
�1
2a

⇥
e�ax2

x2
⇤⇤
0

+
1
2a

� ⇤

0
dxe�ax2

(x2)⇥ =
1
a

� ⇤

0
dxxe�ax2

=
1

2a2

� ⇤

�⇤
dxx4e�ax2

=
� ⇤

�⇤
dxx3�1

2a
(e�ax2

)⇥

=
�1
2a

⇥
e�ax2

x3
⇤⇤
�⇤

+
3
2a

� ⇤

�⇤
dxe�ax2

x2 =
3

4a2

⌅
�

a
� ⇤

0
dxx4e�ax2

=
3

8a2

⌅
�

a



-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

-2 -1 0 1 2

exp(-x2)

x

xexp(-x2)



G0,1(x) =
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ピーク値 1�
2�⇥

ピーク at  µ



Gµ,�(x) =
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2�⇥

exp
�
� (x� µ)2

2⇥2

⇥

1) 以下を示せ。 

2)平均値 

3)分散を求めよ 

4) ピークの位置およびピーク高さを求めよ 
5) 半値全幅（ピーク値の半分のところの全
幅)FWHM(Full Width at Half Maximum)を求めよ

について
� ⇥

�⇥
Gµ,�(x)dx = 1
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e�ax2

dx =
⇥

�

a
ただし
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xGµ,�(x)dx

⇥x2⇤ � ⇥x⇤2, ⇥x2⇤ =
� +⇥

�⇥
x2Gµ,�(x)dx
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(３)



(4)  指数関数の引数がゼロのところが最大値

x = µ, Gµ,�(µ) =
1�
2��

exp(0) =
1�
2��

(5) ピーク値の半分の位置をさがす

ピーク位置 ピーク値



宿題：二項定理からガウス分布を導け。プリントをネッ
トからDLしてそれを参考にすること。6/20のレポート







中心極限定理 

誤解：分布が中心に極限していく定理という 
意味ではない 

正解： 
確率論において中心的な役割をはたす 

極限定理である。



Gµ,⇥ =
1�
2�⇥

e�
(x�µ)2

2⇥2

平均: µ 
分散：σ2

ガウス分布(正規分布)



ガウス分布(正規分布)の積分 解析解なし

X=x-µ/(√2σ)



X = (x-µ) / (√2σ) 
X 2 = (x-µ)2 / (2σ2) 

dX=dx/(√2σ) 
x = µ ± tσ → X = ±tσ / (√2σ) = ±t / √2 

Gµ,⇥ =
1�
2�⇥

e�
(x�µ)2

2⇥2

=
1p
2⇡�

Z +t/
p
2

�t/
p
2

e�X2p
2�dX
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 erfc(x)=1-erf(x)
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解析解なし



積分値　t = 1 (σ)　100 I = 68.3 %,  
          　  t = 2 (2σ)  100 I = 95.5 % 

t = 3 (3σ）100 I = 99.7 % 
t = 4 (4σ）100 I = 99.99 % 

              　t = 5 (5σ）100 I = 99.99997 %
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頻出するt
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